Fourierovi redovi, polinomi i integrali

uvoD

Fourierov red je jedan od najvaznijih alata za rjeSavanje obi¢nih i parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi. U ovoj radnji naglasak ¢e biti na inzenjerskoj prakti¢noj
primjeni Fourierovog reda, a ne toliko na njegovoj primjeni pri rjieSavanju parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi. Teorija Fourierovog reda je relativno komplicirana, ali zato
je njegova primjena nadasve jednostavna. Fourierov red je opcenitiji od Taylorovog
reda zato jer se mnoge diskontinuirane periodicke funkcije koje su od velikog
praktiCnog interesa (a ne mogu se razviti u Taylorov red), mogu razviti u Fourierov
red.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francuski fizicar i matematicar,
uveo je u analizu Fourierov red i Fourierov integral - prikaz funkcije u terminima
trigonometrijskin funkcija. Tijekom vremena razvijena je harmonijska analiza kao
samostalna teorija apstraktnin Fourierovih redova i Fourierovih integrala, isprva
vezana za proucavanje funkcija na klasi¢nim geometrijskim objektima kao Sto su
sfera ili euklidski prostor.

Uveo nas je u koncept Fourierovih redova. Fourierov red je svaki izraz
sliedeceg oblika.

Ao+ (A, cos(nz) + B, sin(nz)).

n=1

* Neki autori koriste Ay2 umjesto A,
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FOURIEROVI REDOVI, OSNOVNI REZULTATI

Sjetimo se da se svaki matematicki izraz oblika:

s =]
Ay + E(A‘“ cos(nz) + B,sin(nz)).
n=1
naziva Fourierovim redom.

Definicija A: Fourierov polinom je izraz sljedec¢eg oblika:

Fo(x) = ag + (@1 cos(x) + by sin(2)) + - - + (an cos(nz) + bn sin(nz) )

koji se moze pisati i kao:

-
Fo(2) =ag+ 3 (a cos(kz) + by sin(kz)).

'i = 11 T , Tt
Konstante ao, a;i b;, , se zovu koeficijentima reda F(x).

Fourierovi polinomi su 2m- periodi¢ne funkcije. Upotrebljavajuci trigonometrijske
transformacije:

sin{mz) cos(nz) = %[ sin((m + n)z) + sin{ (m — n}:r:}:
cos(mz)cos(nz) = %[ms((m + n)z) 4 cos((m — n):r):
sin(maz)sin(nz) = %[ms((m —n)z) — cos{(m + n):r:):

mogu se jednostavno dokazati sljedeée formule:
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n >0
za imamo:

[ costnayiz =0, [ sinna)iz =0

M cos (0x)=1 za sve x pa (1) ne vrijedi kod cos za n=0, inae vrijedi za sve
cijele n, a ne samo pozitivne !!!!

za min, imamo:

j:r sin(mx) cos(nz )dr =0,

n #m
za , imamo:

]_: cos(mz) cos{nz)dz = (), ]_: sin(ma)sin(nz)dz = 0.

n>1
za , imamo:

/_:msﬂ(n:r)dm =, ]f sin®(nz)de = .

-

Upotrebljavajuci gornje formule moZzemo jednostavno do¢i do sljedeéeg rezultata:

Teorem: Ako je:

-
Fo(2) =ag+ 3 (a cos(kz) + by sin(kz)).
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Iadaje:
rﬂ{. = — F (z)dz
9 j ﬂ() 1

-

o = %f’ Fu(z)cos(ke)dz, 1<k<n

b = — [ Fiz)sio(ke)ds, 1<k <n.

\, mJ=

Ovaj teorem pomaze povezati Fourierove redove sa svakom 2w -periodi¢nom
funkcijom.

[, 7]
Definicija: Neka je fix) 2w -periodi¢na funkcija koja je integrabilna na 1

o [
1 T

¢ b, = = Ej:ﬂf(m)cus(n:r)dx, 1<n
1 f~ .

b = Ej:ﬂf{m]sm{mr)dx, 1<n.

Trigonometrijski red:

ag+ ) (aﬂ cos(nz) + by, sin{mr))

se zove Fourierov red funkcije f(x). To se ozna€ava na sljedeci nacin:

f(x) ~ ag + 3 (2 co8(nz) + by sin(nz)).



Primjer: Treba nadi Fourierov red funkcije:

fle)=z, —r<z<m

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

n >0
Rjesenje: Bududi da je f(x) neparna funkcija, tada je a, =0, za ~ . Obratimo
n>1
pozornost na koeficijent b,. Zasvaki ~ , imamo:

b, = 1 f' rein(nz)dz = - [-20082) | sin(n2)
T J-x T n n .
Pojednostavimo:
2 2
bp = —— = —{=1)"*
nms{nw} n{ )

Stoga:

sin(2z)  sin(3z)

fla) ~ 2 (sine) -

Slikoviti prikaz razvoja funkcije f(x)=x u Fourierov red

Primjer: Treba naci Fourierov red funkcije:

] 0, —v<e<
f{m)_{w, 0<z<nw
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Rjesenje: Imamo:

1 | T T T
a.;.:—(f Od:r+] wd:r:):—, a,ﬂ=f meos(ne)de =0, n>1,
21 \J-x 0 2 a

b= [ wsin(ne)dz = (1= cos(nr)) = ~(1 - (=1)").

bop=0i
2
41

b‘;!ﬂ+l =

Stoga Fourierov red funkcije f(x) je:

f@)~ 2 +2 (sin(m) +

sin(3z)  sin{5x)

Tl 0<z<n7

u Fourierov red

Slikoviti prikaz razvoja funkcije

Primjer: Treba naci Fourierov red funkcije:



B2 8 o

E

flz) =

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Rjesenje: Kako je ova funkcije jednaka onoj u gornjem primjeru minus konstanta
m

. Tako je Fourierov red ove funkcije f(x):

fz) ~2 (Sm{m_)Jr sin{33n‘:) _|_sin{552‘:) +)

—r<x<l)

ETE R

P<r< .
=" =" u Fourierov red

fla)= [
Slikoviti prikaz razvoja funkcije

Definirali smo Fourierove redove za funkcije koje su 2w -periodi¢ne, kako bi napravili
sli¢no za funkcije koje su L-periodi¢ne.

Pretpostavimo da je funkcija f(x) definirana i integrabilna na intervalu [-L,L] ! i

definirajmo funkciju F s:!!!
Lz
Flz) = (—)
()= (=

[, 7]
Funkcija F(x) je !II Il definirana i integrabilna !llnalll 1 . lIRazmotrimo!!!
Fourierov red funkcije F(x):



~?+E@w@mﬂﬁﬁmw)

n=1

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

f=—
w

Koristeéi supstituciju , dobivamo sljedecu definiciju:

Definicija. Neka je !!!f/// funkcija koja je definirana i integrabilna na intervalu [-L,L]
tada je Fourierov red od !!f(H)!!:

f(t) ~oag + 2 (a.“ co8 (n%) + b, sin (n%))

gdje je

(00 = g [ (5) eontuntio= g [ f@reos (v

o = () ma [ ()
b = 0 (2t = [ 1 (o)
lin-

Za

Primjer: Naci Fourierov red funkcije:

0, =2<2<0
ﬂﬂ_{m,ﬁﬁmﬁE

Rjesenje: Kako je L = 2, dobivamo:



2
=
Il
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za . Stoga imamo:

o) ~ 5+

Slikoviti prikaz razvoja funkcije

n=1

(1) — Deas (070 ) 4+ (1)

@ -

=6
5

2
21
1.5
1.5
" 1
0.5 9.3
s 1 2 -2 =1 i 2
_o.s! —o.3

= ()]

0, -2<z2z<0
z, 0<e<?2

u Fourierov red

n=21
28
125
LM*J\’OE
i | _1‘ | ‘70.5

- 1),
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FOURIEROVI REDOVI PO SINUSIMA | KOSINUSIMA

Sjetimo se da je Fourierov red od f(x) definiran sa:

ag + Z (aﬂ cos({nzx) + by, sin(mr})

gdje je:
f 1 )
w = 5[ fa)s,
$ = = % ff{m)cus{nm)dx, 1<n
1 s~ .
b, = ;];f(x)sm(n:r)dr, 1<n.

Dobivamo sljedeci rezultat:

[, 7]
Teorem. Neka je f(x) funkcija koja je definirana i integrabilna na intervalu 1

(1)

Ako je f(x) parna, tada imamo:

bn =0, Zagve?21;

2 T
== 4 () cos(nz)dz.

Ako je f(x) !lneparnal!l, tada imamo:

tn =0, 75 sy 7 2 0

11
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b = = [ $(z) sin(n)dz.

Ovaj teorem pomaze definirati Fourierove redove funkcija koje su definirane samo na
| 0, ] o . [=m 7] -
intervalu . Glavna ideja je prosiriti te funkcije na interval i tada koristiti
definiciju Fourierovog reda.

[0, 7]

Neka je f(x) funkcija definirana i integrabilna na intervalu i neka je:

— —f(—:l‘.‘)_l -r<z<0
f‘(‘“}‘{ flz), 0<z<n

) f(—=z), —v<z<
fﬂ(‘“}‘{f(m), 0Kz <7

Tada je f; neparna a f, parna. Jednostavno je provijeriti !llda su !!! obje funkcije
o [=m 7] | 0, ]
definirane i integrabilne na intervalu i jednake f(x) na intervalu .
Funkcija f1 se tada naziva "neparnim !!llproduzenjem!!!" od f(x), dok se f» naziva

"parnim !!lproduzenjem!!!".
Definicija: Neka su f(x), fi(x) i fz(x) definirane na nacin kako je to prikazano gore:
(1)

funkcije f(x), i dan je sljedeéim izrazom:

£z) ~ i b, sin(n).

gdje je:
2 J* .
b = = fn f(z) sin(nz)dz.

12
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(2)
Fourierov red funkcije f(x) se naziva Fourierovim redom po kosinusima
funkcije f(x), i dan je sljedeéim izrazom:

flz) ~ aq + i i, cos(nr).

gdje je:

1 Ll 2 g
a0 == fﬂ (@) cos(na)dz, 0, = = fﬂ f(z)cos(nz)iz n>1.

I u formuli za a_0 ne treba izraz cos(nx)!!!

Primjer: Treba naci Fourierov red po kosinusima funkcije f(x) = x za
z € [0, x]

Rjesenje: Imamo:
™

1 T
a{.:—fmdn::—,
T Ja 2

2 T
fy, = —[ rcos(n.:r)d:r:
o Jo

%(Cﬂs(ﬁﬂ‘) -1)= nT:!?r((—l)ﬂ —1).

Stoga, imamo:

fa)~ g -2

w

(ms(:r:) + %cm(&r) + %cm{ br) + .. ) .

z € [0, x]

Fourierov red po kosinusima funkcije f(x) = x za

13
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z € [0, 7]
Primjer: Treba naci Fourierov red po sinusima funkcije f(x) = 1 za .
Rjesenje: Imamo:

by = %f;sin(n:r)dr = (= cos(nm) +1) = —(1 = (=1)").

Zatim:
4 7. 1, 1,
flz) ~ = (mn{:r) + —sin(3z) + —sm{ﬁ:r).-.) :
T 3 2
z € [0, w]
Fourierov red po sinusima funkcije f{x) = 1 za .
o . f(z) = cos(z)
Primjer: Treba nadi Fourierov red po sinusima funkcije za
z € [0,

Rjesenje: Imamo:

14



2 [~ .
b = = fﬂ coa(z) gin(nz)de

Stodaje by =0izan>1,imamo:

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Stoga je:
8 o nsin(2nz)

cos(z) v — Yy ————=
(2) ?TT; n?—1

f(z) = cos(z) z€[0,7]

Fourierov red po sinusima funkcije za .

wxl4
t |
I
t
-

=15

Poseban slucaj 2L-periodi¢nih funkcija:

Kao i za 27 -periodi¢ne funkcije, mozemo definirati Fourierove !!l redove po sinusima
i po kosinusimal!!! i za funkcije definirane na intervalu [-L,L]. Prvo, sjetimo se
Fourierovih redova od f(x):

F(t) ~ ag + ,121 (a.“ cos (n%) + b, sin (n%))

gdje je:

15



( 1 g~ Lz 1 L TE
g = ﬂj‘_‘,f (?) cos(nz)dz = Ef—.[. f(z) cos (nf) de,
1 /= 1 & mr
§ Gn = ;fw_f( )ms(m ELLf(:r:)cm( I)ﬂ'ﬂi‘,
w L
h b, = %f,'f( )sm(n:r)dx— %[L_f(r)sin(n%) de,
Fourierovi redovi, polinomi i integrali
1<n
za
1.
n>1
Ako je f(x) parna, tada je b, =0, za . Stovise, imamo:
ag = 1 fL f(z) cos (nE) dx
°“ Ll L ’
Il ne treba cos(n ) !!!
i
Tr
fn Lf f(z) cos ( L)d’"
Napokon, imamo:
fz) ~au+Ea“ ( ?)
2.

>0

Ako je f(x) neparna, tada je an =0,zasve i

f f(z) sm( T)dﬂ?

Napokon, imamo:

16



#z) ~ g by sin (JL_‘:)

| definicia Fourierovin redova po sinusima i kosinusima moze biti !llslicnol!!
_ J
proSirena. !l Il

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

KONVERGENCIJA FOURIEROVOG REDA

Vecina rezultata prikazana za 2w -periodién!lle!!! funkcije, moze se lako prosSiriti na
2L-periodi¢ne funkcije. !'Zato!! ¢emo !!lgovoriti!!! samo o 2 -periodi¢nim funkcijama.

Definicija: Funkcija f{x) !!! Il definirana na [a,b] !!! Il je llpo dijelovimal!! neprekidna
{21,249, ..., 2,}

na Citavom intervalu ako !!! !!ll postoji podjela intervala [a,b] takva

da:

(1) f(x) je neprekidna !!! nalll intervalu [a,b] osim mozda za tocke x;
(2) lijeva i desna granica f(x) u !lltoCkamal!! x; postoiji.

Kazemo da je f(x) glatka na Citavom intervalu ako, i samo ako su i njezine derivacije
definirane na Citavom intervalu.

{:r'l'.l:r'ﬂ:! == :B-n.]' )
Sjetimo se da je podjela intervala [a,b] ako je:

a=X1<Xo<.<Xp1<Xpn=b.

Sva moguca rjeSenja sume, produkta i kvocjenta postoje i definirana s za neprekidne
funkcije. Osim $to se jedan od osnovnih matematickih teorema mora malo
modificirati. Doista, nema razloga da funkcija f(x) i njena derivacija f(x) budu
neprekidne i definirane u granicama intervala. Ali ako zanemarimo lijevu i desnu
granicu intervala u tocki xo

lim f(x) = f(@a=) lim f() = f(zo+),

E—Eg—

17



osnovni teorem !lldiferencijalnog racuna!!! se prevodi u:

Tim f()— Jim () = [ f(2)de.

Prije nego izvedemo fundamentalne rezultate konvergencije Fourierovih redova,
trebamo neke "medurezultate".

Napomena: Zapamtimo, da je jedan od nasih glavnih problema aproksimirati funkciju
globalno (na ¢itavom intervalu, dok su Taylorove aproksimacije lokalne). U skladu s
navedenim, aproksimacija funcije f(x) bit ¢e izvedena pomoc¢u Fourierovih

polinoma.
Fourierovi redovi, polinomi i integrali

n=N

fn(2) = a0+ ) (@, cos(nz) + b, sin(nz)).
n=1

Takvi Fourierovi polinomi nazivat ¢e se Fourierovim parcijalnim sumama.
Kako je:
n=mN

fr(z) = % ]:r f(t)dt+; %[; F(t)(cos(nz) cos(nt)+sin( ne ) sin(nt) )dt,

fan(z) = %[, f(1) [% +:i: cos(n(t — m))] dt.
postavimo:

Dn(a) = % (% + ﬂfcm(m)) .

n=1
Dobivamo sljedeci rezultat:

Rezultat:

Dy (ay = S + D))

2m sing %)

Dokaz: Imamo

18



Dpn{o)sin{ox) = % (%sin( o) 4+ E cos(no) sin{ar}) .

n=I1

Koristeéi trigonometrijske formule dobivamo:

sin(a) cos(b) = %{sin{a+b) +sin(a — b)) = %(sin(w b) —sin(b—a)).

Znadi:
1 1
D{a)sin(a) = %(sin(Nar)+sin((N+l)a)) _ %sin ((N + E)ar) cos (Ear) .
Fourierovi redovi, polinomi i integrali
Stoga je:
Dy(a) = sin{ (N + %}a}cm(%a}-
m sin(a)
sin(2a) = 2sin(a ) cos(a)
Formula dokazuje nasu tvrdnju.

Koriste¢i gorniji rezultat, dobivamo:

sin (N +t%)_(¢ — z))
tein ()

Ova formula je poprili€no interesantna, s obzirom da daje Fourierove polinome od f(x)
bez koeficijenata.

@) == [ 19

Definicija: Dirichletov zakon kaze:

[ Sij_‘[ ((N+%)r) I?éﬂ :|:2?T
27 sin( £) T
DN(I?) = 4
2N +1
| o r=0%£2r, ..

19



2w

N
Funkcija Dn(Xx) je neprekidna i periodi¢na, sa kao njenim periodom. Koristedi
gornju formulu, dobivamo:

1] x 1
]_ Dy(z)dz = j; Dy(z)dz = 3.

Sada mozemo izvesti i dokazati fundamentalni rezultat konvergencije Fourierovog
reda !llkoji!l! (prema Dirichletu) kaze:

Teorem: Neka je f(x) funkcija, koja je dvostruko derivabilna, tako da su f(x), f(x), i

[_ﬂ".! 77] T € [_Wa T"F]
'(x) definirane (postoje) na Citavom intervalu . Tada za svaki ,
niz

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

{Fn(z)}

Fourierovih parcijalnih  suma konvergira u  aritmetiCku sredinu

1
S(f@=) + f(a+))
, kada n tezi oo.
Sjetimo se da oznake f(x+) (odnosno f(x-)) predstavljaju desnu, odnosno lijevu

granicu intervala, s obzirom na tocku x kao toCku gledista i funkciju f. Sada ¢emo
povezati f sa novom funkcijom S(f) definiranom na sljedeéi nacin:

f(z) ako je f neprekidna u x

S(f)(z) =

flz+)+ f(2—)  akoje fima todku prekida u x.
2

Analogno iz prethodnog teorema sljedi:

lm fule) = S(Ha), s el-ml,

Dokaz teorema:

Bez gubitka opcenitosti, mozemo pretpostaviti da je funkcija f(x) definirana i 2 -
periodi¢na na ¢itavom R. Stoga je i funkcija Dn(t-X)f(1) je 27 -periodi¢na u t. Koristedi
Dirichletov zakon dobivamo:

fnlz) = j:r Ff(t)Dn(t — x)dt.

20



Napravimo supstituciju u = t-x. Tada vrijedi:

T—

fu@) = [ fu+o)Dx(wdt= [ f(u+2)Dx(u)dt

-

Kako je Dy parna funkcija, pojednostavimo:

fa(z) = j: : f(z = u)Dy(u)dt.

Stoga:

fN(f)=./::_ _f(.’.’ﬂ-]—ﬂ) ;f(m_ﬂ)DN(u)fﬂ.

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Kako su funkcije unutar integrala parne, dobivamo:

fu(@) = [ (Fa+u)+ f(— u)Da(u)dt.

S druge strane, dobivamo:

" 1
_/; Dy(u)du = ok

Sto daje:

Hat) 17E2) _ (54 + fa-) Da(wyat

Stoga je:

flz+) + f(z—)
2

- (@) = [ (91(1,2) + ¢o(u,2)) Dx(u)du,
 hi(n3)= fa+) — f@ ) da(u,2) = f(-) - £z - )
gdje je i _

Pokazimo da je:

}ifgﬁl(ﬂjf)ﬂN(ﬂ)d&ﬂ:ﬁ.

21



Sljedi dokaz da je
=
Jim f da(t, ) Dyt )duw = 0
—+a0 )

U
g(u) = ¢li :
Postavimo funkciju , zatim
Ulu)= ———, u#0, U0)=1.
9 sin (—)
2/ za [

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Jednostavno je primjetiti da je U(u) neprekidna i ima kontinuirane derivacije na
| [~ 7] " o
intervalu . Takoder je jednostavno provijeriti da je:

Jim o(u) = £'(e4), lim o'(u) = 51" (@4).

[_ m, W]
Znadi, g(u) i njezina derivacija su kontinuirane na ¢itavom intervalu . Prvi
rezultat tada kaze:

tim_ [ g(u)U(u) sin( N + SJudu =0

N—=oo

Stoga je:
fﬂf g(ﬂ-)U(’ﬂ) Siﬂ{N + %)Hdﬂ = ./:r @al{uamjDN(ﬂ)dﬂ.,

Dokaz fundamentalnog teorema je sada kompletan.

Primjer: PokaZite da je:

a0 (l—(—l)“) . 1 O<z<m
> sinfnz) =4 0 =0
n=1 n -1 —m<z<i

E B

22



Rjesenje: Postavimo:
1 <<
Flz)={0 =z=0
-1 —m<ze<

Funkcija zadovoljava pretpostavke glavnog teorema. Prije nego upotrijebimo
zaklju¢ke teorema, pronadimo Fourierov red ove funkcije. Imamo:

an =0,25 gvaki = 0

Jednostavnim sredivanjem dobivamo:
, 21— (=)

n ) rn> 1.
m T za svaki

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

GIBBSOV FENOMEN

Ubrzo nakon Pojave Fourierovih redova, pocelo se istrazivati Gibbsov fenomen. Prvo
ga je prouCavao H. Wilbraham 1848., a zatim ga je u detalje analizirao Josiah W.
Gibbs (1839-1903). Krenut ¢emo sa primjerom:

Primjer: Promotrimo funkciju

1
f@)={-4 —r <z <.

Kako je ova funkcija neparna, imamo a, =0, za . Direktno preraCunavanje

daje:
20= (DY)

n > 1.
T 1 za

n>1
za . Fourierove parcijalne sume od f(x) su:

fﬁ4@=%emﬂ+wfm+"ﬁﬁﬁgiﬁﬂ)

23



Osnovni teorem kaze da red konvergira u f(x) osim u tocki xo = 0, kao tocki prekida
f(x). Gibbs se zainteresirao za ponasanje niza suma bas u okolici te tocke.

Ponasanje funkcije f(x) u okolici tocke xp = 0

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Gledajuci u graf parcijalnih suma , primje¢ujemo ¢udan fenomen. Zaista, kada se x
priblizi 0, graf prezentira "skok". Idemo to potvrditi matematicki.
Promatrajmo drugu derivaciju od fon.1, $to ¢e nam pomoci naéi toCke maksimuma.

Foo-1(2) = ~(cos(z) + cos(32) + ... + cos((2n+1)z)).

Koristec¢i trigonometrijske identitete dobivamo:

msin(zx)f,, _(x) = 2 sin(2nz).

Kritiéne tocke od 5.1 SU:
2nze = £, £2m, ..., £(2n — 1)7.

Kako su funkcije neparne, fokusirati ¢emo se samo na ponasanje desno od nule.
™

2
Najbliza kriticna tocka sa te strane je n_ Kako je:
s (r) 4 Sin( w)+sin(g) N +sjn(%;‘m)
=\ = 2n 3 T (2n=1) )

Da bi nasli asimtotu kada je n velik, koristit cemo Riemannove sume. Promotrimo

sin{zx) km
F(z) = —, ke[l,n
@)== 0.7 (i kenn}
funkciju na intervalu , i podjelu na
Stoga Riemannova suma izgleda ovako:
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(2220
(= 1)r

n

sin( i )
Tl _\2n/ | |
'ﬂ" - o om
2n

/ " P(x)dz

a konvergira u . Jednostavno racunanje pokazuje da su sume jednake:

21 ()

Stoga
. e 2 sin(.x
lim .fﬂ-n—l (—) = —[' ( }dﬂ;‘
n—rc0 2n ™ Jo T
Fourierovi redovi, polinomi i integrali
sin(z)
Koristeéi Taylorove polinome od u 0, dobivamo
2 [~ sin(z w2 8
—f (}d:r=2——+ - + ...
™ Jo T 9 300 17640
imamo

O
TJo T

Ti "skokovi" u blizini nule se pona8aju kao valovi visine 0,18. To nije slu¢aj samo sa
ovom funkcijom. Zaista, Gibbs je pokazao da ako je f(x) glatka na Citavom intervalu
[=m, ] N . ) —

, a Xo je to¢ka Silka, tada ¢e Fourierove parcijalne sume imati isto
ponasanje, sa "skokovima" visine priblizno:

0,09( f(z0+) — f(0—)).

Za izbjegavanje ovog fenomena, uvodimo novi koncept a-aproksimacija. Neka je
[_ m, ﬂ‘]
f(x) funkcija koja je glatka na citavom intervalu i fv(x) njena Fourierova
parcijalna suma. Postavimo:
ag n=N

Sn(z) = 5t Zl (anoy, cos(na) + byo, sin(n)),
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gdje je:

sin (mr)
N
On = nmw 1 ﬂ—l,?,- 1N1
N

{Sn(z)} _

i zove se m-factor. Da bi mogli bolje vidjeti niz suma treba aproksimirati
) | ) v}

funkciju f(x), a ne Fourierove parcijalne sume . Koristimo sljededi rezultat:

Teorem: Imamo

N
Sn(z) = j_?:: Il + e

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Dokaz: Imamo:
9 g (nﬂ)
N N
9 f . cos(n(z+1))dt = e cos(nz) - = cos(nze)o,.

Sli¢no imamo:

% / ¥ sin(n(z +£))dt = sin(nz)7,.

Stoga je:

g;rrj . sn(x +1)dt = ?ﬂ + i (2, cos(nz)a, + b, sin(nz)a,)

n=1

Sto vodi do sljedeéeg zakljugka:

{Sn(2)}

Koristeéi gornje zakljucke, mozemo lako vidjeti da su sume vrlo dobro
aproksimirale funkciju f(x). Na sliede¢em grafu viSe ne mozemo uociti Gibbsov
fenomen.

Primjer: Slika:
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Uporaba T -aproksimacije

pokazuje da je e-aproksimacija pomogla u uklanjanju Gibbsovog fenomena za
funkciju f(x):

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

_J 1 0<z<T
f(‘“}‘{ 1 —r<z<0
Napomena; u ovom slu¢aju imamo:
4. sin{3x) sin{N — 1)z
fi(2) =~ (sm(m)+ 5 et e )

Sw(z) = % [sin(m) sin (5 )+ -+ ﬁ sin((NV —1)z)sin (%)] .

OPERACIJE S FOURIEROVIM REDOVIMA

Rezultati koji ¢e biti izvedeni na u ovom poglavlju mogu se lako proSiriti na funkciju
definiranu na svakom intervalu [a,b]. Zato ¢emo bez gubitka opcenitosti, pretpostaviti

(=, 7]
da su sljedec¢e prom!!lallltrane funkcije 2@ -periodi¢ne i definirane na 1

Neka je f(x) 2 -periodi¢na neprekidna funkcija. Tada je funkcija:
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Fz) = f_ f f(2)dt

F(w) = F(—7) =0
neprekidna i 2w -periodiéna ako i samo ako je i Fourierov
koeficijent ap = 0. Takoder je jednostavno pokazati, da ako je f(x) glatka na Citavom
intervalu, tada je i F(x). Interesantno bi bilo pronaéi vezu izmedu Fourierovih
koeficijenata funkcija f(x) i F(x), ako postoji. Za A, i B,, kao Fourierove koeficijente
F(x), imamo:

A, = %f_: Flx)cos(nz)dz.

Integracija po djelovima izraza daje:

1 1 fm
= —|[F i - — F’ i d
A m‘r[ (z)sin(nz)]™_ vl (z) sin(nzx )dz,
Fourierovi redovi, polinomi i integrali
n>1
za . Stoga je

L [" #(2) sin(na)de

A, = i flz)sin(nz)de.

Sli¢ni proracun daje:

Bo=— [ f(2)cos(nz)dz,

o=~ [ 2f @)

2T -

To pokazuje sljedece:

Teorem: (Integracija Fourierovih redova )
Neka je f(x) 2w -periodi¢na neprekidna funkcija, takva da je ap = 0. Ako je:

F(@) ~ 3 (ancos(nz) +b, sin(nz)),

n=I1
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Tada je:
[ st~ 40+ Y i(aﬂ sin(nz) — by, cos(nz)),

n=1

gdje je:

r € [—-m, m
Kako je F(x) neprekidna, imamo za svaki:

j: f(#)dt = Aq + i % (aﬂ sin{nz) — b, ms(nn‘:)),

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Primjer: Promatramo funkciju:

Imamo:
4, sin(3z)  sin(5z)
fla) ~ —(sin(z) + — : )
z € [-m, 7]
Kako, za svaki , imamo:
f_ f(t)dt = || — .
tada je:

4
|n:|—?r~Au+;(—ms(n‘:)—

cos(3z)  cos(bz) ) _
9 25

Jednostavni proracun daje:
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Stoga je:

cos(3z) | cos(bz) _|_)

ﬂ-ﬂ?éﬂ

Neka je f(x) 2w -periodicna neprekidna funkcija takva da vrijedi

h(z) = f(z) — aq
Postavimo . Tada je h(x) 2m-periodicna neprekidna funkcija i
zadovoljava sljedeci uvijet:

j_ : h(z)dz = 0.

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Kako je:

[ fie= [* swyie= [ swyae= [* playi= [ feyare [ aodt,

iz gornjeg rezultata sljedi:

[ 10t = aaly =) + 3 [* amcostrt) + busintr)|

n=1"%

8to kompletira dokaz.

Teorem: Neka je fx) 2w -periodi¢na neprekidna funkcija. Tada za svaki x i vy,
integral:

[ 1@y

integriranjem "!lI¢lan po Clan!!!" daje Fourierov red funkcije f(x).

Primjer: U gornjem primjeru, pokazali smo da je:

=)

o= T — % (cns(:r) 4 cos(3z) 4 cos(5z) L ) _

9 25

(L&)
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Stoga je:
£ 2 4 1 1
[tz == (1= g5 =)

Sto dovodi do formule:

™ & (=
32 :::1 (2n — 1)

Ovakva vrsta formula je zapravo jako interesantna. Ne dopusta nam pronadi
aproksimaciju iracionalnog broja . !!l ne razumijem poslj. reCenicu!!!

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Primjer: Pokazimo da trigonometrijski red:

a0

sin(nz)
ﬂE_:l In(1+n)’

nije Fourierov red niti jedne funkcije.
reR
Rjesenje: Lako je dokazati da red konvergira za svaki . Pretpostavimo da
postoji funkcija Ciji je red zadani red, te da je to ujedno i njezin Fourierov red. Tada:
— cos(nz)

Zinl(l+n)

mora konvergirati, buduéi da ¢e biti Fourierov red od !!!primitivne funkcije od!!! f{x). Ali
ovaj red ne konvergira kada je x=0. Kontradikcija:

Nakon §to smo rjesSili vezu izmedu Fourierovog reda funkcije i toga $to ne postoji
derivacija u svakoj tocki te funkcije, prirodno je naci sli¢nu vezu izmedu funkcije i
njene derivabilnosti. RjeSenje ovog problema je malo kompliciranije. Ali imamo
sljedeci teorem:

Teorem: Neka je f(x) 2w -periodi¢na, neprekidna i glatka funkcija. Tada za svaki

z€l-mm
, IMmamo:
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(flet)+ fia=)) _
2

n( a, sin{nz) + by, cus(n:r))

-n_l

Drugim rje¢ima, dobivamo Fourierov red od f(x) diferencirajuc¢i Fourierov red od f(x)
¢lan po ¢lan!!!

Teorem: Promotrimo monotonu zatvorenu krivulju u ravnini xy. Oznacdimo sa P
njezinu duljinu (opseg), a sa A njezinu povrsinu. Tada imamo:

ATA < P2

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Dokaz: Parametarska !!ljednadZbal!! krivulje moze biti dana na sljedeéi nacin:
(2(1),y(¥)) t€[-m 7

ﬂ‘—‘(— ) = I(?r} y(—7) = y(7) ) o
. Formule kojim se dobivaju Pi A su:

P— j\l( )ﬂ (%’) dt,izfl:]_ir%dt.

Postavimo:

s) = [ @)+ ().

T
P = s(r) 5
Tada je . Uklju¢imo novu varijablu . Sada !Nu!l!
parametarsku !!ljednadzbu stavimo!!! #; dobivamo:

(E(E)I i}(f)) = (z(%), y(t))-

Jadnostavni proracun daje:
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dz\’ L (4 PP
dt dt ] 4n?’
nova varijabla nam onemogucéuje ponovno predociti krivulju pomoéu parametara

pretpostavljajuéi kvantitetu:
dr\" | (dy\’
dt dt

konstantnom. Stoga:

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Kako je krivulja glatka, dobivamo:
2(t) = ag + 224 (an cos(nt) + b, sin(nt))
y(1) = o+ T2, (eacos(nz) + dn sin(nz)).

Prethodni rezultat o vezi izmedu Fourierovih koeficijenata funkcije i njezine

derivabilnosti, daje:
o0

() =Y n( — ansin(nt) + b, cos(nt)),

V(f) = i n( = cusin(nz) + d, cos(nz)).

Parsevalova formula (energetski teorem) kaze:
Pﬂ - o0
o= [ (@@= n (4B ).
- n=1

2@

S druge strane imamo:
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A= [ 2w dt= [ (le®)+yOF - [=) + Y ().

-

Kako je:

Algebarskom manipulacijom dobivamo:
P2

E_L’i =T i [n‘(aﬂ_ 'i"l)ﬂ +n(bﬂ+cﬂ)2+n(n— 1)(“‘?l+b'i‘ﬂl+c‘?‘+d?‘)]'

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Kako je drugi dio prethodne jednakosti pozitivan, pojednostavljujemo prvi dio iste. S

Pﬂ
——2A=10
27
druge strane, imat ¢emo ako i samo ako vrijedi
2 2 2 _
tnt Uty +d, = 0, zasvakin}1
ay — dy = 0,
by 4+ ¢ = 0
To vodi do:

ao + a1 cos(t) — cq sin(t)
co + ¢y cos(t) + aq sin(t)

{20

t € [-m 7]
za svaki . Stoga je krivulja krug srediSta u toCki (ap,co) polumjera

f .2 2
ﬂ-1+ﬂ1

, Sto je dokaz teorema.
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PRIMJENA FOURIEROVIH REDOVA ZA RJESAVANJE
DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI

Od pocetka je Fourier Zelio pronaci efikasan alat za rjeSavanje diferencijalnih
jednadzbi. Zato ¢emo sada govoriti o primjeni Fourierovih redova bas u tu
svrhu.Samo ¢emo se osvrnuti na jednadzbe sljedecéeg oblika:

Y x any ™ s +aiy +ay=Afx),
gdje je fix) 2m-periodi¢na funkcija.

Trebat ¢emo kompleksni oblik Fourierovog reda periodi¢nih funkcija, pa ga idemo
prvo definirati:

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Definicija: Neka je f(x) 2m -periodi¢na funkcija. Kompleksni Fourierov red od f(x)
glasi:

[= =]

nre
> dnen
—

gdje je:
1 T — e
I =5 ] flz)e ™= da.

Koristit éemo sljedece oznake:

f(.ﬂ) ~ E dﬂeimrz_

Ako se pitate o vezi izmedu realnih i kompleksnih Fourierovih koeficijenata, odgovorit
¢e vam sljedeci teorem:

Teorem: Neka je fix) 2mw-periodicna funkcija. Promotrimo realne Fourierove

{f"“n]'_ {bn} {d.}

koeficijente [ od f(x), kao i kompleksne Fourierove koeficijente
Imamo sljedece:
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( dﬂ = g,

! dn = %{a.ﬂ—ibm), n>1

Lo = S(aptiby), n>1
2 za

Dokaz se temelji na Eulerovoj formuli za kompleksne eksponencijalne funkcije.

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Napomena: Kada je f(x) 2L-periodi¢na, tada je kompleksni Fourierov red definiran
sli¢éno kao i prije, samo je:

1 fe :
i = — . E—*s(mr:r:fc}dm
"% Joe fz) ’
HlpomijeSano L i c!!!
n=0,+£143 ..
za svaki .
z €] —1,1]
Primjer: Neka je f(x) = x, za i ix+2) = f(x). Treba naéi njegove

| o Ada}
kompleksne Fourierove koeficijente .
Il18to je ovaj znak naopaka zagrada!!!

Rjesenje: Imamo do =0 i

1 /v _;
d, = Ef ze T g
-1

Jednostavnim racunom dobivamo:
-1 [ inm p—ENT LN p—InT
2

nr T inm (inm)? * (inm)2 |

d, =
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_ ()"
(inm)
Kako je , dobivamo . Zatim:

1T —i7 _ _1

&

fle)~ 3.

n=1 nw

(=" +1 [E:imm‘: . —*s'mr:r]

IVratimo se!!l na prvobitni problem. Da bi primjenili Fouriera na diferencijalne
jednadzbe, trebamo vezu izmedu kompleksnih koeficijenata funkcije sa njezinom

derivabilno$éu. Imamo sljededi teorem:

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Teorem: Neka je f(x) 2L-periodi¢na funkcija. Pretpostavimo de je derivabilna. Ako je:

f@)~ Y dei(nmo)/L
tada je:
f’{-’r) ~ § midﬂe’i(ﬂﬂ.f}f};_
— C
nije ¢ ve¢ LI

Primjer: Treba nadi periodi¢na rjeSenja diferencijalne jednadzbe:

Y +2y=1x),

gdje je f(x) 2m -periodi¢na funkcija.

Rjesenje: Postavimo:

oo ]
f{m) ~ _E dﬂeﬂnﬂflﬁ‘_

Neka je y bilo koje 2 -periodi¢no rieSenje diferencijalne jednadzbe. Pretpostavimo:
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= nme
Yo D tae
— 0

Tada iz diferencijalne jednadzbe dobivamo:

inYn + 2Yn = fry 73 svakin

Kako je:
1

. nI .
24+in za svaki n

Yo =

Stoga imamo:

y=§ 1 f ANTE
~2+4in""

treba kazati Sto je f_n!l!

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Primjer: Treba nadi periodi¢no rje$enje diferencijalne jednadzbe:
¥’ +2y +y =sin(z).

Rjesenje: Zbog:
Pl _ =tT

sin(z) = ————,

(5] .
Siﬂ(:l‘.‘) ~ Z fﬂeﬂﬂ'ﬁﬂf
-0

dobivamo uz
fi = 1/2*:?
fo1 = —1/2*&
fﬂ = 0 Zal T 75 +1.

Neka je y periodi¢no rjeSenje diferencijalne jednadzbe. Ako je:

= inme
Yy~ e,
—a
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|(in)? + 2(in) + 1| yn = fa
tada je . Tako je:

1

m=ya=—7 _ ¥p=0 U
47 u ostalim sluéajevima.

Stoga, zadana diferencijalna jednadzba ima samo jedno periodi¢no rjeSenje:

Yy = —iem — ie_im = —% cos(zx ).

Najvazniji rezultat moze se izreéi sljede¢im teoremom:

Fourierovi redovi, polinomi i integrali

Teorem: Obratimo pozornost na sljedecu diferencijalnu jednadzbu:

(m=1)

y(m) + Q1Y & T + flli,p'JI + agy = f(:r)'l

gdje je f(x) 2c-periodi¢na funkcija. Pretpostavimo:

p(onre) = (2) e ()"

C

n=01 42 ...

in
+ 4o (?)'l'ﬂn # 0,

za . Tada diferencijalna jednadzba ima samo jedno 2c-

periodi¢no rjeSenje, dano sa:
f 1
Yy~ }
— p((m) / c:)

fﬂeé(nm&')/c1

gdje je
00 .
fz) ~ E fﬂeﬂ(mr:r:}f c
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Fourierovi redovi, polinomi i integrali

ZAKLJUCAK

Za prvi susret sa ovom temom mogu samo reci da je vrlo Siroka i zahtjeva
mnoga predznanja, kao i mnoga proSirenja (tek steCenih znanja) u drugim
smjerovima na koje ona ukazuje. Ova radnja moze posluZiti kao jedan kratak uvod, ili
bolje re€eno kao samo jedan od mnogih pogleda na Fourierove redove, polinome,
integrale... Logi¢no bi mozda bilo u ovom radu osvrnuti se na rubne probleme (kao
8to su rubni uvijeti, linearnost i sl.), ili pak mozda na Fourierovu metodu s!!le!!lparacije
varijabli pri rjeSavanju konkretnih diferencijalnih jednadzbi (kao Sto su one kod
vodenija topline, oscilacija Zice i sl).

Jedino Sto mogu zakljuciti je "da bi ovo mogao biti po€etak jednog divnog
prijateljstva" sa Fourierom, te da ¢u vjerojatno tek poslije (kroz ostale teme ovog
kolegija, u inZenjerskoj praksi ili u daljnjem 8kolovanju) uvidjeti jo§ neke njegove
primjene i prednosti.
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